
MATHEMATIK

VERBINDET

Bilinearformen
Lösungen

1. Aufgabe : (Einstieg)

□ Das ist falsch, wie man z.B. in R2 mit v1 = (1, 0) = v3 und v2 = (0, 1) sieht.

□ Das ist wahr. Das ist genau die Definition des orthogonalen Komplements.

□ Das ist falsch. In der Vorlesung wurde gezeigt (U1 + U2)⊥ = U⊥
1 ∩ U⊥

2 .

□ Das ist falsch. Sei A, B unitär, d.h. A−1 = A
⊤ und B−1 = B

⊤. Dann sind A−1 und AB unitär, da

A−1A−1⊤
= (A⊤

A)−1 = E ⇒ (A−1)−1 = A−1⊤

(AB)AB
⊤ = ABB

⊤
A

⊤ = AA
⊤ = E ⇒ (AB)−1 = AB

−1

Da aber für A auch −A unitär ist, gilt z.B. für A und B = −A nicht, dass A + B = 0 ist, da die
Nullmatrix gar keine Inverse besitzt.

□ Das ist wahr. Für eine unitäre Matrix gilt

1 = det(E) = det(AA
⊤) = det(A) det(A⊤) = det(A) det(A) = det(A)det(A) = | det(A)|2

Mit Nachrechnen, dass AA
⊤ = E gilt, wissen wir, dass A unitär ist.

2. Aufgabe : (Orthogonale Komplemente)

a) Es gilt

spur(A⊤A) =
n∑

i=1
a2

i,1 +
n∑

i=1
a2

i,2 + . . .

n∑
i=1

a2
i,n =

n∑
i=1

n∑
j=1

a2
i,j

Dies ist immer nicht-negativ und kann nur Null sein, wenn alle Einträge Null sind, also A die Nullmatrix
ist. Also gilt ⟨A, A⟩ ≥ 0 und ⟨A, A⟩ = 0 nur für A = 0.

b) Wir berechnen alle Elemente die orthogonal auf U1 stehen

0 =
〈(

a 0
0 b

)
,

(
c d
e f

)〉
= ac + bf

Da das für alle a, b ∈ R Null sein muss, folgt c = 0 = f und damit

U⊥
1 =

{(
0 d
e 0

)
| d, e ∈ R

}



(2 Freiheitsgrade, also Dimension 2). Analog berechnen wir für U2

0 =
〈(

0 a
0 a

)
,

(
c d
e f

)〉
= a(e + f)

Da das für alle a ∈ R Null sein muss, folgt e + f = 0 und damit

U⊥
2 =

{(
c d
e −e

)
| c, d, e ∈ R

}
(Dimension 3). Laut Vorlesung gilt (U1 + U2)⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2 und damit

(U1 + U2)⊥ =
{(

0 d
0 0

)
| d ∈ R

}

(Dimension 1). Außerdem ist (U1 ∩ U2)⊥ = U⊥
1 + U⊥

2 . Nach der Dimensionsformel berechnen wir

dim(U⊥
1 + U⊥

2 ) = dim(U⊥
1 ) + dim(U⊥

2 ) − dim(U⊥
1 ∩ U⊥

2 ) = 2 + 3 − 1 = 4

Also ist U⊥
1 + U⊥

2 = Mat(2;R).

c) Wir berechnen den Eintrag ai,j = spur(B⊤
i Bj), wobei Bi die Matrizen der Basis sind, und erhalten

A =


1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 1 0 2



3. Aufgabe : (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren I )

1. v1 wird normiert
u1 = v1

∥v1∥
= v1

3 = 1
3(−1, 2, 2, 0)

2. Wir rechnen erst einen Vektor aus, der orthogonal zu u1 ist und normieren ihn dann

u2 = v2 − ⟨v2, u1⟩ u1 = v2 − 0 · u1

u2 = u2

∥u2∥
= 1√

3
(0, −1, 1, 1)

3. Wir rechnen erst einen Vektor aus der orthogonal zu u1 und u2 ist

u3 = v3 − ⟨v3, u1⟩ u1 − ⟨v3, u2⟩ u2

= (−1, 1, 3, 1) − 3 · 1
3(−1, 2, 2, 0) − 3√

3
· 1√

3
(0, −1, 1, 1) = (0, 0, 0, 0)

Das bedeutet, dass v3 eine Linearkombination von v1, v2 ist und für die Ermittlung einer Basis
gestrichen werden kann.



Also ist eine ONB von U

B = (u1, u2) =
(

(−1/3, 2/3, 2/3, 0), (0, −1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3)
)

4. Aufgabe : (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren II )

a) Ein Skalarprodukt ist eine symmetrische Bilinearform, die positiv definit ist. Um zu sehen, dass es sich

um eine Bilinearform handelt, definiere die Matrix A :=
(

1 2
2 5

)
. Dann ist ⟨x, y⟩ = xT Ay und somit

erhalten wir laut Vorlesung eine Bilinearform mit darstellender Matrix A.

symmetrisch: Da A symmetrisch ist, ist auch ⟨·, ·⟩ symmetrisch.

positiv definit: Da A die Eigenwerte 3 ±
√

8 > 0 hat, ist A positiv definit.

b) Mit a) ist ∥x∥ =
√

x2
1 + 4x1x2 + 5x2

2. Damit ist ∥a∥ =
√

4 − 24 + 45 =
√

25 = 5.

c)

u1 = v1

∥v1∥
= v1√

1
= v1

û2 = v2 − ⟨v2, u1⟩ u1 = v2 − (1 − 2)u1 = v2 + u1 = v2 + v1 = 2e1 − e2

u2 = û2

∥û2∥
= û2√

4 − 8 + 5
= û2 = 2e1 − e2.

Somit ist B = (u1, u2) eine ONB zu R2 mit

u1 = (1, 0), u2 = (2, −1).

5. Aufgabe : (Orthogonale Abbildung)

a) Die Abbildung ist symmetrisch, da die Multiplikation symmetrisch ist. Außerdem gilt für alle k, r, p ∈
R2[x] und α ∈ R

⟨αk + r, p⟩ = (αk(0) + r(0))p(0) + (αk(1) + r(1))p(1) + (αk(2) + r(2))p(2)

= α(k(0)p(0) + k(1)p(1) + k(2)p(2)) + (r(0)p(0) + r(1)p(1) + r(2)p(2) = α ⟨k, p⟩ + ⟨r, p⟩

Also ist es eine symmetrische Bilinearform. Außerdem ist ⟨k, k⟩ = k(0)2 + k(1)2 + k(2)2 ≥ 0. Es kann
nur 0 sein, wenn k(0) = k(1) = k(2) = 0. Da k ∈ R2[x] 3 Nullstellen hat, muss k = 0 gelten. Also ist
die Bilinearfom auch positiv definit.



b) Ja, den für b1 = 1, b2 = x − 1, b3 = x2 − 2x + 1/3 gilt

⟨b1, b2⟩ = 1 · (−1) + 1 · 0 + 1 · 1 = 0

⟨b1, b3⟩ = 1 · 1
3 + 1 · −2

3 + 1 · 1
3 = 0

⟨b2, b3⟩ = (−1) · 1
3 + 0 · −2

3 + 1 · 1
3 = 0

c) Für k, r ∈ R2[x] gilt

⟨f(k), f(r)⟩ = ⟨k(2 − x), r(2 − x)⟩ = k(2)r(2) + k(1)r(1) + k(0)r(0) = ⟨k, r⟩

Also ist f orthogonal.

6. Aufgabe : (Orthogonale Matrizen)

reflexiv: Sei Q = E ∈ O(n) die Einheitsmatrix. Dann gilt v = Qv = v. Also steht jedes v mit sich selber
in Relation

symmetrisch: Angenommen, es ist v ∼ w, dann existiert ein Q ∈ O(n) mit v = Qw. Da O(n) eine Gruppe
ist, ist Q invertierbar und Q−1 ∈ O(n). Somit ist Q−1v = w und damit w ∼ v.

transitiv: Seien v ∼ w und w ∼ x. Dann existieren Q1, Q2 ∈ O(n) mit v = Q1w und w = Q2x. Damit ist
v = Q1w = Q1Q2x. Da O(n) eine Gruppe ist, ist auch Q3 := Q1Q2 ∈ O(n). Damit ist v = Q3x und es folgt
v ∼ x.

v = (3, 1) und w = (1, 3) stehen in Relation, da mit

Q =
( 3

5
4
5−4

5
3
5

)
eine orthogonale Matrix existiert mit v = Qw.



MATHEMATIK

VERBINDET

Eigenwerte

1. Aufgabe : (Einstieg)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

□ Das ist wahr. Wenn A und E ähnlich sind, existiert eine invertierbare Matrix S mit A = SES−1. Das
kann man umformen zu A = SES−1 = SS−1 = E.

□ Das ist falsch. Wenn das charakteristische Polynom nicht zerfällt, dann auch nicht das Minimalpolynom

□ Das ist falsch. In der 3. Matrix ist die 1 in der 2.Zeile/3.Spalte außerhalb von Jordan-Blöcken.
Außerdem ist auch die 5.Matrix nicht in Jordanscher Normalform, weil die Blöcke zur 2 nicht direkt
hintereinander sind.

□ Das ist nur wahr, wenn N ̸= 0. Wenn N diagonalsierbar wäre, gäbe es S, sodass SNS−1 eine
Diagonalmatrix D ist. Dann gilt für ein m ∈ R aber (SNS−1)m = SmNmS−m = 0 = Dm. Damit ist
D die Nullmatrix und N auch.

□ Das ist wahr, denn P (x) = x3 +x2 +4x−4 = (x−1)(x−2i)(x+2i). Oder: Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra zerfällt jedes Polynom mit reellen Koeffizienten über C in Linearfaktoren.

2. Aufgabe : (Eigenwerte und Eigenvektoren)

a) Die darstellende Matrix bzgl. der Standardbasis

A =
(

4 −1
−1 4

)
induziert f und hat somit die selben EW und EV. Die EW berechnen sich als Nullstellen von

pf (λ) = det
((

λ − 4 1
1 λ − 4

))
= λ2 − 8λ + 15

also λ1 = 3 und λ2 = 5. Den Eigenraum zu λ1 = 3 erhalten wir als Lösungsmenge von(
−1 1
1 −1

)
−→

(
1 −1
0 0

)
also

Eig(3, f) = {v ∈ R2 | v1 = v2}

Den Eigenraum zu λ2 = 5 erhalten wir als Lösungsmenge von(
1 1
1 1

)
−→

(
1 1
0 0

)
also

Eig(5, f) = {v ∈ R2 | v1 = −v2}



b) Da f über R2 zwei verschiedene EW hat, ist er nach Vorlesung diagonalisierbar.

c) Aus b) folgt, dass eine Basis aus Eigenvektoren des R2 existiert. z.B

B = ((1, 1), (1, −1))

Damit ist
S =

(
1 1
1 −1

)
, D =

(
3 0
0 5

)
d) Die beiden EV bilden schon eine Orthogonalbasis, da

⟨(1, 1), (1, −1)⟩ = 1 · 1 + 1 · (−1) = 0

Wenn wir sie normieren, bilden sie eine Orthonormalbasis und damit spaltenweise zusammengesetzt
eine orthogonale Matrix

∥(1, 1)∥ =
√

12 + 12 =
√

2 = ∥(1, −1)∥ ⇒ S = 1√
2

[
1 1
1 −1

]
e) Wenn v ein EV von f zum EW λ ist, dann folgt

f(v) = λv ⇔ v = f−1(λv) = λf−1(v) ⇔ f−1(v) = 1
λ

v

Also ist dann v ein EV von f−1 zum EW 1
λ . Für unser Beispiel hat f−1 also die Eigenwerte 1/3 und

1/5 mit
Eig(1/3, f−1) = Eig(3, f) Eig(1/5, f−1) = Eig(5, f)

3. Aufgabe : (Beweis-Aufgaben)

a) Sei A invertierbar. Genau dann hat das Gleichungssystem Av̇ = 0 nur die Lösung v = 0 (Erhalte ich
durch Umstellen zu v = A−1 · 0 = 0.) Dies ist äquivalent dazu, dass λ = 0 kein Eigenwert ist (Es gibt
kein v ̸= 0 mit Av = 0 · v = 0).

b) Wir überprüfen die 4 Eigenschaften einer Gruppe:

• G ist abgeschlossen: Wir nehmen f, g ∈ G. Laut Vorlesung wissen wir, dass f ◦ g wieder ein
Automorphismus ist. Außerdem wissen wir, dass es Eigenwerte λ und µ geben muss mit

f(1, 1) = λ(1, 1) g(1, 1) = µ(1, 1)

Für die Hintereinanderausführung gilt wegen der Linearität ebenso

f ◦ g(1, 1) = f(µ(1, 1)) = µ · f(1, 1) = µ · λ(1, 1)

Also ist f ◦ g ∈ G.
• Es gibt ein neutrales Element: Für die identische Abbildung e(v) = v gilt f ◦ e = e ◦ f = f

und e(1, 1) = (1, 1). Also gibt es ein neutrales Element in G.
• Es gilt das Assoziativgesetz: das wurde für die Hintereinanderausführung von Funktionen in

LinA 1 bewiesen.



• Es gibt ein inverses Element für alle f ∈ G: Wenn f ∈ G ist, dann besitzt f eine Umkehrfunk-
tion (Automorphismus) mit f ◦ f−1 = e = f−1 ◦ f . Wie in a) gezeigt wurde, sind alle Eigenwerte
von f ungleich Null, sodass es ein λ ̸= 0 gibt mit f(1, 1) = λ(1, 1) und damit f−1(1, 1) = 1

λ (1, 1).
Also folgt f−1 ∈ G.

4. Aufgabe : (Lineare Abbildung im Polynomring)

a) Wir berechnen alle Zahlen λ, für die es ein Polynom p(t) = α1t + α0 gibt mit f(p) = λp, also

f(p) = (α1 − 2α0)t + (3α1 − 4α0) = λα1t + λα0 = λp

Wir müssen also das Gleichungssystem

α1 − 2α0 = λα1 3α1 − 4α0 = λα0

lösen. Es ergeben sich Lösungen für die Eigenwerte λ1 = −1 und λ2 = −2

b) Es gilt
f(t + 1) = −t − 1 = (−1) · (t + 1) + 0 · (2t + 3)

f(2t + 3) = −4t − 6 = 0 · (t + 1) + (−2) · (2t + 3)

und damit
MB,B(f) =

(
−1 0
0 −2

)
c) Da f 2 verschiedene Eigenwerte hat, ist f diagonalisierbar. Oder: Da f eine Basis hat, sodass die

darstellende Matrix Diagonalgestalt hat, ist f diagonalisierbar.

5. Aufgabe : (Diagonalisierbarkeit)

Es ist
pA(λ) = (λ − 5)(λ − 3)2

Damit hat A die EW λ1 = 5 und λ2 = 3. Wir wissen, dass für 5 die algebraische und geometrische
Vielfachheit 1 ist. Für den EW 3 mit mit der algebraischen Vielfachheit 2 berechnen wir mit

3E − A =

−2 2 −2
−4 4 −4
−4 4 −4

 −→

1 −1 1
0 0 0
0 0 0


und damit die geometrische Vielfachheit 3 − Rang(3I − A) = 3 − 1 = 2 = a(3, A). Damit ist A diagonalisier-
bar, da für alle EW algebraische und geometrische Vielfachheit übereinstimmen. Das Minimalpolynom ist
also mA = (λ − 5)(λ − 3).

pB(λ) = (λ − 1)(λ2 + 2λ + 2)



Das quadratische Polynom λ2 + 2λ + 2 hat die 2 komplexen Nullstellen −1 + i und −1 − i. Damit ist B
über R nicht diagonalisierbar, da es komplexe Nullstellen hat. Über C hat es 3 verschiedene und ist daher
diagonalisierbar. Es gilt mB = pB

pC(λ) = (λ + 2)3

C hat also nur den Eigenwert λ1 = −2 mit der algebraischen Vielfachheit 3. Es gilt aber

−2E − A =

−2 −4 8
−1 −2 4
−1 −2 4

 −→

1 2 −4
0 0 0
0 0 0


und damit 3 − Rang(−2I − A) = 3 − 1 = 2. Da die algebraische und geometrische Vielfachheit von −2 nicht
übereinstimmen, ist C weder in C noch in R diagonalisierbar. Es ist mC = (λ + 2)2

pD(λ) = λ(λ − 2)(λ − s)
Das heißt, wenn s /∈ {0, 2} ist, dann ist D diagonalisierbar, da es 3 verschiedene Eigenwerte hat (Dann gilt
mD = pD). Sei s = 0. Dann gilt für den doppelten EW 0

0E − A =

−1 0 −1
0 0 0

−1 0 −1

 −→

−1 0 −1
0 0 0
0 0 0


und damit hat 0 die geometrische Vielfachheit 3 − 1 = 2. In diesem Fall ist mD = λ(λ − 2). Die Matrix ist
für s = 0 diagonalisierbar. Für s = 2 gilt allerdings, dass der doppelte EW 2 wegen

2E − A =

 1 0 −1
−4 1 2
−1 0 1

 −→

1 0 −1
0 1 −2
0 0 0


die geometrische Vielfachheit 3 − 2 = 1 hat. Damit ist D für s = 2 nicht diagonalisierbar und mD = pD

6. Aufgabe : (Ideal)

Wir überprüfen alle Eigenschaften eines Ideals von R[x]:

• 0 ∈ I: Für das Polynom e(x) = 0 für alle x gilt auch e(2 − i) = 0 und damit e ∈ I.

• Abgeschlossenheit bzgl. +: Wenn p, g ∈ I (also p(2−i) = g(2−i) = 0), dann gilt auch (p+g)(2−i) =
p(2 − i) + g(2 − i) = 0 und damit p + g ∈ I

• Inverses Element in I: Für p ∈ I liegt auch −p ∈ I, da auch −p(2 − i) = 0 gilt.

• ∀r ∈ R[x], p ∈ I : r · f ∈ I: Wenn r ∈ R[x] und p ∈ I, dann folgt für r · p(2 − i) = r(2 − i) · p(2 − i) = 0
und damit r · p ∈ I.

Also ist I ein Ideal. Wir wollen noch die Mengengleichheit I = ⟨f⟩ zeigen. Sei dazu g ∈ I. Dann muss 2 − i
eine Nullstelle sein und damit auch 2 + i. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra kann man g schreiben
durch

g(x) = p(x)(x − (2 − i))(x − (2 + i)) = p(x)(x2 − 4x + 5) ∈
〈
x2 − 4x + 5

〉
mit einem p ∈ R[x].

Wenn g ∈ ⟨f⟩ liegt, dann kann man g schreiben als g(x) = p(x)(x2−4x+5). Also gilt g(2−i) = p(2−i)·0 = 0
und g ∈ I. Die Mengen sind identisch.


















