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1. Aufgabe: (FEinstieg)

O Das ist falsch, wie man z.B. in R? mit v; = (1,0) = v3 und vy = (0, 1) sieht.
O Das ist wahr. Das ist genau die Definition des orthogonalen Komplements.
O Das ist falsch. In der Vorlesung wurde gezeigt (U + Uz)* = Ui- N U,
O Das ist falsch. Sei A, B unitér, d.h. A= = A und B~! = B'. Dann sind A~! und AB unitér, da
ATAT —(A AT =E = (AN '=A1
(ABYAB' =ABB'A' =AA =F = (AB)'=4B '

Da aber fiir A auch —A unitér ist, gilt z.B. fiir A und B = —A nicht, dass A + B = 0 ist, da die
Nullmatrix gar keine Inverse besitzt.

O Das ist wahr. Fiir eine unitdre Matrix gilt

1 = det(B) = det(AA ) = det(A) det(A ') = det(A) det(A) = det(A)det(A) = | det(A)|?

—T
Mit Nachrechnen, dass AA = FE gilt, wissen wir, dass A unitar ist.

2. Aufgabe: (Orthogonale Komplemente)

a) Es gilt

n n n n n
spur(ATA) = Zail + z:af,2 +... Z ain = Z Za?’j
i=1 i=1 i=1

i=1 j=1

Dies ist immer nicht-negativ und kann nur Null sein, wenn alle Eintrége Null sind, also A die Nullmatrix
ist. Also gilt (A, A) > 0 und (A4, A) = 0 nur fiir A =0.

b) Wir berechnen alle Elemente die orthogonal auf U; stehen

o~ {(5 - )

Da das fiir alle a,b € R Null sein muss, folgt ¢ = 0 = f und damit

Uf{(? g) d,eeR}



(2 Freiheitsgrade, also Dimension 2). Analog berechnen wir fiir Uy

0= )¢ )

Da das fiir alle a € R Null sein muss, folgt e + f = 0 und damit

Uy — {(2 _de) c,d,eeR}

(Dimension 3). Laut Vorlesung gilt (U; + Uz)* = Uit N U3~ und damit

(U1+U2)L:{(8 g) |d€R}

(Dimension 1). Aufierdem ist (U; N Usz)t = Ui~ + Us-. Nach der Dimensionsformel berechnen wir

dim(Uit + Us) = dim(U7") + dim(Us") — dim(Uj- NU3-) =243 -1 =4

Also ist Ui~ + Uz = Mat(2; R).

c) Wir berechnen den Eintrag a; ; = spur(B,’ B;), wobei B; die Matrizen der Basis sind, und erhalten

10 00
01 01
A= 0 01 0
01 0 2
3. Aufgabe: (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren I)
1. vy wird normiert .
U1 U1
ui = =% 2(21,2,2,0
Vg~ 3 ~3h220

2. Wir rechnen erst einen Vektor aus, der orthogonal zu u; ist und normieren ihn dann
Uy = Vg — <’U2,U1>U1 = V2 70'U1

_ B 1
[azll V3

3. Wir rechnen erst einen Vektor aus der orthogonal zu u; und us ist

U2 (07_17171)

Uz = vz — (U3, u1) U1 — (U3, Ug) U

1 3 1
=(-1,1,3,1)-3-=-(-1,2,2,0) — —= - —(0,-1,1,1) = (0,0,0,0
( ) 5 ) 7 \/g( )= )
Das bedeutet, dass v3 eine Linearkombination von wvi,vs ist und fir die Ermittlung einer Basis
gestrichen werden kann.



Also ist eine ONB von U

B = (u1,us) = ((71/3,2/3,2/3,0), 0,-1/v/3,1//3, 1/\/§))

4. Aufgabe: (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren IT)

a) Ein Skalarprodukt ist eine symmetrische Bilinearform, die positiv definit ist. Um zu sehen, dass es sich
1 2
2 5
erhalten wir laut Vorlesung eine Bilinearform mit darstellender Matrix A.

um eine Bilinearform handelt, definiere die Matrix A := . Dann ist (z,y) = 27 Ay und somit

symmetrisch: Da A symmetrisch ist, ist auch (-,-) symmetrisch.
positiv definit: Da A die Eigenwerte 3 & /8 > 0 hat, ist A positiv definit.

b) Mit a) ist ||z|| = /27 + 42122 + 523. Damit ist ||a|| = /4 — 24 + 45 = /25 = 5.
c)

U1 U1

U =7 = —= =70
el vt

ﬁ2:02—<v2,u1)u1 :1)2—(].—2)11,1 :U2+U1 :1)2+1)1 :261 — €2
ﬁQ ﬁg

9 = — =
ol VA—8+5

Somit ist B = (uy,us) eine ONB zu R? mit

~

u = Uy 261 — €9.

up = (1,0), wug=(2,—1).

5. Aufgabe: (Orthogonale Abbildung)

a) Die Abbildung ist symmetrisch, da die Multiplikation symmetrisch ist. Aulerdem gilt fiir alle k,r,p €
Ry[z] und o € R

(ak 4 1,p) = (ak(0) +7(0))p(0) + (ak(1) 4+ r(1))p(1) + (k(2) +(2))p(2)
= a(k(0)p(0) + k(1)p(1) + k(2)p(2)) + (r(0)p(0) +r(1)p(1) + 7(2)p(2) = a (k,p) + (r,p)

Also ist es eine symmetrische Bilinearform. AuBerdem ist (k, k) = k(0)? + k(1)% + k(2)? > 0. Es kann
nur 0 sein, wenn k(0) = k(1) = k(2) = 0. Da k € Ry[z] 3 Nullstellen hat, muss k = 0 gelten. Also ist
die Bilinearfom auch positiv definit.



b) Ja, den fiir by = 1,by = 2 — 1,b3 = 2% — 22 + 1/3 gilt

(br,by) =1-(=1)+1-0+1-1=0

— 1
241.2=0
3 3
-2 1
0-—=4+1-==0
+ 3Jr 3

1
(bi1,b3) =1-

Z41-
3+

(b2, b3) = (=1) - é

c) Fir k,r € Ro[z] gilt

Also ist f orthogonal.

6. Aufgabe: (Orthogonale Matrizen)

reflexiv: Sei Q = E € O(n) die Einheitsmatrix. Dann gilt v = Qv = v. Also steht jedes v mit sich selber
in Relation

symmetrisch: Angenommen, es ist v ~ w, dann existiert ein ) € O(n) mit v = Qw. Da O(n) eine Gruppe
ist, ist Q invertierbar und Q~! € O(n). Somit ist @~ *v = w und damit w ~ v.

transitiv: Seien v ~ w und w ~ z. Dann existieren Q1,Q2 € O(n) mit v = Qqw und w = Qx. Damit ist
v = Q1w = @1Q2x. Da O(n) eine Gruppe ist, ist auch Q3 := Q1Q2 € O(n). Damit ist v = Qsz und es folgt

v~x.

v =(3,1) und w = (1,3) stehen in Relation, da mit

o~

U | U

Y p |0
(SN
\/

eine orthogonale Matrix existiert mit v = Qu.
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1. Aufgabe: (Einstieg)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

O Das ist wahr. Wenn A und E &hnlich sind, existiert eine invertierbare Matrix S mit A = SES~!. Das
kann man umformen zu A = SES™! =SS~ 1 =E.

O Das ist falsch. Wenn das charakteristische Polynom nicht zerfallt, dann auch nicht das Minimalpolynom

O Das ist falsch. In der 3. Matrix ist die 1 in der 2.Zeile/3.Spalte aufierhalb von Jordan-Blocken.
Auflerdem ist auch die 5.Matrix nicht in Jordanscher Normalform, weil die Blécke zur 2 nicht direkt
hintereinander sind.

O Das ist nur wahr, wenn N # 0. Wenn N diagonalsierbar wire, gibe es S, sodass SNS™! eine
Diagonalmatrix D ist. Dann gilt fiir ein m € R aber (SNS™1)™ = §mN™S~™ = () = D™. Damit ist
D die Nullmatrix und N auch.

O Das ist wahr, denn P(z) = 23+ 22+ 42 —4 = (x —1)(2 —2i)(z +2i). Oder: Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra zerfillt jedes Polynom mit reellen Koeffizienten tiber C in Linearfaktoren.

2. Aufgabe: (Eigenwerte und Eigenvektoren)

a) Die darstellende Matrix bzgl. der Standardbasis

4 -1
=43
induziert f und hat somit die selben EW und EV. Die EW berechnen sich als Nullstellen von

B A—4 1 e
pf(A)—det(< 1 )\_4»_)\ — 8\ 415

also Ay = 3 und A2 = 5. Den Eigenraum zu A\; = 3 erhalten wir als Lésungsmenge von
-1 1 . 1 -1
1 -1 0 0

Eig3,f)={ve R? |v1 = va}

Den Eigenraum zu Ag = 5 erhalten wir als Losungsmenge von
11 . 11
11 0 0

Eig(5, f) = {v € R? | v; = —vp}

also

also



b) Da f iiber R? zwei verschiedene EW hat, ist er nach Vorlesung diagonalisierbar.

c¢) Aus b) folgt, dass eine Basis aus Eigenvektoren des R? existiert. z.B

B = ((1’ 1)) (17 _1))

=(A) 2= 0)

d) Die beiden EV bilden schon eine Orthogonalbasis, da

Damit ist

((1,1),(1,-1))=1-141-(-1)=0

Wenn wir sie normieren, bilden sie eine Orthonormalbasis und damit spaltenweise zusammengesetzt
eine orthogonale Matrix

LD =vVI2+12=v2=|(1,-1)] = S=

Sl
[\)

| —|
— =
I~
—

| IS

e) Wenn v ein EV von f zum EW X ist, dann folgt
1
f)=x & v=f"00)=A") & fl(v)= 3V

Also ist dann v ein EV von f~! zum EW % Fiir unser Beispiel hat f~! also die Eigenwerte 1/3 und
1/5 mit
Big(1/3,f7") = Big(3,f)  Big(1/5,f~') = Eig(5, f)

3. Aufgabe: (Beweis-Aufgaben)

a) Sei A invertierbar. Genau dann hat das Gleichungssystem Av = 0 nur die Lésung v = 0 (Erhalte ich
durch Umstellen zu v = A=! -0 = 0.) Dies ist dquivalent dazu, dass A = 0 kein Eigenwert ist (Es gibt
kein v # 0 mit Av =0-v =0).

b) Wir iiberpriifen die 4 Eigenschaften einer Gruppe:

e ( ist abgeschlossen: Wir nehmen f,g € G. Laut Vorlesung wissen wir, dass f o g wieder ein
Automorphismus ist. Auflerdem wissen wir, dass es Eigenwerte A und g geben muss mit

f(lvl) :)‘(171) 9(171) :/1'(171)

Fiir die Hintereinanderausfithrung gilt wegen der Linearitat ebenso

Also ist fog e G.

« Es gibt ein neutrales Element: Fiir die identische Abbildung e(v) = v gilt foe=co f = f
und e(1,1) = (1,1). Also gibt es ein neutrales Element in G.

o Es gilt das Assoziativgesetz: das wurde fiir die Hintereinanderausfithrung von Funktionen in
LinA 1 bewiesen.



« Es gibt ein inverses Element fiir alle f € G: Wenn f € G ist, dann besitzt f eine Umkehrfunk-
tion (Automorphismus) mit fo f~' =e = f~1o f. Wie in a) gezeigt wurde, sind alle Eigenwerte
von f ungleich Null, sodass es ein A # 0 gibt mit f(1,1) = A(1,1) und damit f~1(1,1) = %(1, 1).
Also folgt f~' € G.

4. Aufgabe: (Lineare Abbildung im Polynomring)

a) Wir berechnen alle Zahlen A, fiir die es ein Polynom p(t) = ait + ap gibt mit f(p) = Ap, also

f(p) = (a1 —2a0)t + (3an — dag) = Aaat + Aoy = Ap

Wir miissen also das Gleichungssystem

a1 — 200 = Ao 3a1 — 4dag = Aoy
16sen. Es ergeben sich Losungen fiir die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = —2
b) Es gilt
fE+1)=—t—1=(=1)-(t+1)+0-(2t+3)
F(2t4+3)=—4t—6=0-(t4+1)+ (=2) - (2t + 3)
und damit

Mg s(f) = (01 _02)

c) Da f 2 verschiedene Eigenwerte hat, ist f diagonalisierbar. Oder: Da f eine Basis hat, sodass die
darstellende Matrix Diagonalgestalt hat, ist f diagonalisierbar.

5. Aufgabe: (Diagonalisierbarkeit)
Es ist
pa(d) = (A =5)(A = 3)?

Damit hat A die EW A\; = 5 und A2 = 3. Wir wissen, dass fiir 5 die algebraische und geometrische
Vielfachheit 1 ist. Fiir den EW 3 mit mit der algebraischen Vielfachheit 2 berechnen wir mit

-2 2 =2 1 -1 1
3E—-A=|-4 4 -4] — [0 0 O
-4 4 -4 0 0 0

und damit die geometrische Vielfachheit 3 — Rang(3] — A) =3 —1 =2 = a(3, A). Damit ist A diagonalisier-
bar, da fiir alle EW algebraische und geometrische Vielfachheit iibereinstimmen. Das Minimalpolynom ist
also ma = (A —5)(A—3).

pe(N) = (A= 1A +21+2)



Das quadratische Polynom A% + 2\ + 2 hat die 2 komplexen Nullstellen —1 + 3 und —1 — . Damit ist B
iiber R nicht diagonalisierbar, da es komplexe Nullstellen hat. Uber C hat es 3 verschiedene und ist daher
diagonalisierbar. Es gilt mp = pp

pe(N) = (A +2)°
C hat also nur den Eigenwert Ay = —2 mit der algebraischen Vielfachheit 3. Es gilt aber

-2 —4 8 1 2 —4
—2E-A=|-1 -2 4] — |0 0 O
-1 -2 4 0 0 O

und damit 3 — Rang(—2I — A) = 3 — 1 = 2. Da die algebraische und geometrische Vielfachheit von —2 nicht
iibereinstimmen, ist C' weder in C noch in R diagonalisierbar. Es ist m¢ = (A + 2)?

pp(A) = AA =2)(A = s)
Das heifit, wenn s ¢ {0, 2} ist, dann ist D diagonalisierbar, da es 3 verschiedene Eigenwerte hat (Dann gilt
mp = pp). Sei s = 0. Dann gilt fur den doppelten EW 0

-1 0 -1 -1 0 -1
0OFE-A=|10 0 O0|—1([O0 0 O
-1 0 -1 0 0 0

und damit hat 0 die geometrische Vielfachheit 3 — 1 = 2. In diesem Fall ist mp = A(A — 2). Die Matrix ist
fir s = 0 diagonalisierbar. Fiir s = 2 gilt allerdings, dass der doppelte EW 2 wegen

1 0 -1 1 0 -1
2E-A=|-4 1 2| — [0 1 -2
-1 0 1 0 0 O

die geometrische Vielfachheit 3 — 2 = 1 hat. Damit ist D flir s = 2 nicht diagonalisierbar und mp = pp

6. Aufgabe: (Ideal)

Wir iiberpriifen alle Eigenschaften eines Ideals von R[z]:
o 0 € I: Fir das Polynom e(z) = 0 fur alle = gilt auch e(2 —1i) = 0 und damit e € I.

o Abgeschlossenheit bzgl. +: Wenn p, g € I (also p(2—i) = g(2—i) = 0), dann gilt auch (p+g)(2—i) =
p(2—4)+g(2—i)=0und damit p+g €T

o Inverses Element in [: Fiir p € I liegt auch —p € I, da auch —p(2 — i) = 0 gilt.
o VreRzl,pel:r-fel: Wennr € Rlx] und p € I, dann folgt fiir r-p(2—4) =r(2—14)-p(2—14) =0
und damit r -p € 1.

Also ist I ein Ideal. Wir wollen noch die Mengengleichheit I = (f) zeigen. Sei dazu g € I. Dann muss 2 — i
eine Nullstelle sein und damit auch 2 4+ 7. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra kann man g schreiben
durch

g(x) = plx)(x — (2 —10))(x — (241)) = p(x)(2? — 4z +5) € <sc2 —4x +5)

mit einem p € R[z].

Wenn g € (f) liegt, dann kann man g schreiben als g(z) = p(z)(2? —4x+5). Also gilt g(2—1i) = p(2—1i)-0 =0
und g € I. Die Mengen sind identisch.
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
O Das Erzeugnis einer zwei-elementigen Teilmenge des R* hat immer Dimension 2.
X' Ein Erzeugendensystem eines Unterraums U von R* mit dim(U) = 2 hat mindestens 2 Elemente.

O Es gibt 2 Unterrdume U; und Us des R? mit dim(U;) = dim(Us) = 2 mit U; & Uy = R3.

& Seien V' ein Vektorraum und vy, vy € V. Es gilt span({v;}) + span({v2}) = span({vy,v2}).

@ U prfes
T U At webd lue bao O, el -
I Foc abell gu: asbell
L For aell wef qit: wacll
o) Ue= {(0.00Y]
T Ove i, V
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T o0 ¢ U= U i kaan Undescanun wm (Cor) Bbes
©) Us= {(a,0,20-5) lap c R ]
T Ovells wid o-b6-0 V4
I u= (a020-8) (1= (c0 2c-a) € U3

<ER x yen
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xel yel o 9
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-2 (mn)-2

P
= ey, = (-oa(wb-ooc_(aoc—xoZ) *
BN b e cte ¢ <

RS- S

~ —
= (o, xb-2l-a) - (xc- 2(e-1))  lwc-2-w-1))-2)

(a5 b e™-2) € Ue

[
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